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Magnetic Circular Dichroism (MCD) of Cyclic n-Electron Systems with 4 N ± 1 Electrons 

The theory of the magnetic circular dichroism (MCD) of cyclic re-electron systems with 4 N ± 1 
electrons, such as the radical anion of [16] annulene, has been investigated in the perimeter model 
approximation. General solutions and formulas for the calculation of the Faraday parameters A, B, 
and C are derived analytically. The calculated and measured spectra of the 17 re-electron [16] 
annulene radical are in good agreement. 
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1. Einleitung 

Mit seinen Arbeiten über den magnetischen Circu-
lardichroismus (MCD) von cyclischen (4N + 2)-n-
Elektronensystemen konnte Michl [1] zeigen, daß mit 
der MCD-Spektroskopie auch Aussagen über die 
molekulare Struktur in der organischen Chemie mög-
lich sind. Bis dahin war diese Spektroskopie eher eine 
Domäne der Anorganiker, da sie eine gute Unter-
suchungsmethode gerade bei Komplexverbindungen 
darstellt. Auf der Basis des Perimetermodells von 
Platt und Mofiit [2] konnte Michl für die reinen und 
viele der gestörten cyclischen Systeme sowohl analy-
tische Lösungen ableiten als auch Vorzeichen-Regeln 
angeben. Mit lediglich 4 einfach angeregten Konfigu-
rationen können wenigstens die ersten beiden MCD-
Effekte der meisten untersuchten Systeme gut be-
schrieben werden. Weitaus größere Schwierigkeiten 
treten dagegen bei den von Höweler et al. [3] unter-
suchten antiaromatischen 7i-Systemen mit 4 AT Elek-
tronen auf. Mit dem schon von Michl verwendeten 
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Näherungsmodell gelangt man hier zu Hamilton-Ma-
trizen der Größe 11x11. Höweler et al. können für die 
gestörten Probleme keine kompletten analytischen 
Lösungen angeben. Sie gelangen zu genäherten Lö-
sungen durch Reduktion der CI-Basis auf 7 Funk-
tionen. 

Unser Ziel war es nun zu sehen, welches das ein-
fachste Modell ist, das MCD-Vorzeichen und mögli-
cherweise auch Intensitäten von cyclischen Radikalen 
erklären kann. Weiterhin wollen wir untersuchen, ob 
man einfache Regeln aufstellen kann, die MCD-Vor-
zeichen und vielleicht auch Intensitäten mit der Struk-
tur von ganzen Klassen cyclischer Radikale in einer 
Art und Weise verknüpfen, wie es für Systeme gerader 
Elektronenzahl möglich ist. 

In dieser Arbeit wollen wir die ungestörten cycli-
schen ( 4 N ± l)-7r-Elektronensysteme untersuchen. Un-
ter Verwendung des Perimetermodells von Michl [1] 
werden allgemeine Lösungen und Berechnungsformeln 
für die Faraday-Parameter ((4)-(6)) angegeben. Mit den 
allgemeinen Lösungen (Tab. 4, 5, siehe [4]) sind dann für 
einige Beispiele mit den für Kohlenstoff üblichen 
Parametern numerische Werte erhalten (Tab. 6 und 7) 
und MCD-Kurven berechnet worden (Abb. 2-4). 

Die Behandlung der ungestörten Systeme stellt den 
Einstieg zu den realen, gestörten Systemen dar, auf die 
in einer folgenden Arbeit eingegangen werden soll. 
Schon jetzt sind aber in den dargestellten Hamilton-
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Matrizen die möglichen Störmatrixelemente mit auf-
geführt. 

Unsere Ergebnisse können mit den experimentellen 
Spektren von reinen Annulenen verglichen werden, 
wenn die wahrscheinlich auftretenden Jahn-Teller-
Verzerrungen vernachlässigbar sind. Ein hier behan-
deltes Beispiel ist das [16] Annulen Radikal-Anion, 
von dem ein gemessenes MCD-Spektrum vorliegt. 

4N-1 4N +1 

LUMO 

| SOMO HL 

- H - - H - HOMO - H - - I f 

2. Praktischer Teil 

Methode 

Das in dieser Arbeit verwendete Modell stimmt im 
wesentlichen mit dem von Michl [1] angegebenen 
überein. Der Perimeter wird durch ein in der x-y-
Ebene liegendes reguläres n-Eck genähert, dessen Mit-
telpunkt sich im Koordinatenursprung befindet (Das 
erste Atom mit dem Index / = 0 liegt auf der positiven 
x-Achse, die weitere Nummerierung ist entgegenge-
setzt zum Uhrzeigersinn). Eine solche Anordnung 
weist Dn/I-Symmetrie auf. Im weiteren benutzen wir 
nur die Untergruppe C„. Aus den in den Ecken lokali-
sierten pz-Funktionen werden nach der Methode von 
Löwdin n orthogonale Orbitale Xi gebildet [1, 5]. Mit 
ihnen erhält man n komplexe Molekülorbitale (f>k, die 
sich nach den eindimensionalen irreduziblen Darstel-
lungen ek der C„-Gruppe transformieren: 

/T "-1 (2nilk\ 
</>*=/- Z Xi exp , (1) V n 1 = 0 V n J 

C„ 0fc= exP ( ~ J 0k • (2) 

Für die CI-Rechnungen werden mit den Molekülorbi-
talen nun Dublett-Konfigurationen aufgestellt, die 
den von Kuhn et al. [6] angegebenen entsprechen. Wir 
verwenden hier auch die von diesen Autoren einge-
führten Symbole. Genauso wie schon bei Michl [1] 
und Höweler et al. [3] werden nur solche Konfigura-
tionen betrachtet, bei denen nur ein Elektron eine 
Anregung vom H O M O (0±(JV_X)) zum S O M O ( 0 ± N ) 
oder vom S O M O zum L U M O (</>±(N + 1)) erfährt. 

Im allgemeinen Fall sind die HOMO's , SOMO's 
und LUMO's zweifach entartet. In Tab. 1 sind für die 
verschiedenen betrachteten radikalischen Perimeter 
die minimalen Ringgrößen angegeben, bei denen man 
das typische in Abb. 1 dargestellte allgemeine MO-
Schema erhält. 

Abb. 1. MO-Schema der allgemeinen Fälle der 4 N ± 1 -Elek-
tronen-Systeme. 

Tab. 1. Minimale Ringgrößen der allgemeinen (4N±\) n-
Perimeter. 

Elektronenzahl Ladung q Ringgrößen 

4N+\= 9 - 1 8 
4JV + 1 = 9 0 9 
4N + \ = 9 + 1 10 
4 iV —1 = 11 - 1 10 
4N—l= 7 0 7 
4N — 1= 1 + 1 8 

Im folgenden sind die beiden benutzten Sätze von 
jeweils 12 Cl-Basis-Funktionen aufgeführt. 

1. Basisfunktionen, die zur Berechnung der (4 N +1 ) n-
Annulene benutzt wurden, und die jeweilige irreduzi-
ble Darstellung: 

= G 2 ( — N , - - i V , N ) 

= \ - { N - l ) . . . ( N - l ) - N - N N \ , E _ n 

<P2 = G 1 ( N , N , — N ) 

= l - ( i v - i ) . . . ( ] v ^ T ) i V i v - i V | ( = $ ? ) , E + n 

0 n = / l 3 ( i V - l - —N, N) 
= \ - { N - l ) - ( N - l ) ( N - 1 ) ^ N N N - N \ , 

<p21=A3{-(N-1) - -N,N) 

•E(jv-t) 

<P12 = B 2 ( N - + ( N + 1 ) ) 

= \—(N—\)...(N — l) — N—N(N + \)\, 

^-(JV-l) 

022 = B1{-N -> -(JV + 1)) 

E(N-l) 
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<P13 = Ea(-N,N-(N+1)) 

s ß 
(N — 1)—(N+1) — NN\ 

+ \—(N — l)...(N — l)—(N+l)N—N\}, 
E. •(N+1) 

<P23 = Ea(-N,N (N + 1)) 
1 

= — {| - (N -1)... (N -1) (N +1) - N N | 
s ß 
+ \-(N-l)...(N-l)(N + l)N-N\}( = 4>*3), 

<P14 = Eß(-N,N-> -(N + 1)) 
1 

= — {\-(N-l)...(N-l)-(N + l)-NN\ 
7 6 
- \ - ( N - l ) . . . ( N - l ) - ( N + l)N-N\ 
+ 2\-(N-l)...(N=l)-N-(N+l)N\}, 

<P2\ = Eß(-N,N -+(N+1)) 
- 1 

= -={\-(N-l)...(N-l)(N + l)-NN\ 
V 6 _ 
-\-(N-l)...(N-l)(N + l)N-N\ 
+ 2\-(N-l)...(N-l)-N(N + l)N\} 

( = 4>?4), £(jv+i) 

= \-(N-1)...(N^T)NN(N + 1)\,E(3n+1) 

<&2S = B2(N -*• -(N+1)) 
= \-(N-l)...(N-l)-N-N-(N+1)\ 

(= £ _ ( 3 N + 1 ) 

2. Basisfunktionen, die zur Berechnung der (4N—1) 
n- Annulene benutzt wurden, und die jeweilige irredu-
zible Darstellung: 

=G1( — N) 
— \—(N — 1)...(N—1) — N\,E_n 

x2 = G2 (N) 
= \-(N-1)...(N:^)N\( = X*),EN 

Xlt=B3(-N,N ^ -(N + 1)) 
= \—(N — l)...(N~^lj — (N + 1)|, £_(iv+1) 

X21=B3(-N,N ^(N+l)) 
= \-(N-l)...(N^l)(N+l)\( = X*i),E(N+1) 

x 1 2 = A H - ( N - i ) - » -N) 
= l - ( j v - i ) - A r ( A r - i ) ( A r - i ) - i V | , £ _ ( J V + 1 ) 

X22 = A2((N-l)^N) 

= \—(N — l)—(N — l) (N — 1)NN\ 

( = -^12) > (̂AT+l) 

X13 = Dx((N-l)-^ -N,N) 

= ~~7= {\—(N — l)—(N—l) (N-1)N-N\ 
J 1 

+ \—(N — 1) —(N — 1) (N — 1) — N N\}, E_{N_^ 

X23 = Dx(-(N-l)^ -N,N) 

= -i= {I-(N-1) N (N-1) (N^T)-NI 
sß . 
+ \—(N — l) — N(N—l)(N — l)N\} ( = X*3), 

E(N-l) 
Xl4 = Dß((N-l)-> -N,N) 

1 = - - { \ - ( N - l ) - ( N - l ) ( N - l ) N - N \ 
V 6 

— \—(N — l)—(N—l)(N—l) — NN\ 
+ 2\-(N-l)-(N-l)N(N^Y)-N\}, 

£-(JV-l) 

= —N, N) 
-1 

= -—{\-(N-l)N(N-l)(N-l)-N\ 
V 6 

— \ — (N — l)—N(N—l)(N—l)N\ 
+ 2 |N H A M ) ( N - 1 ) - N | } ( = X*4), 

•E(iV-l) 

= \-(N-1)N(N-1)(N-1)N\,E{3N.1) 

X25=Al((N-l)^ - N ) 
= \ - ( N - l ) - ( N - l ) ( N - l ) -N-N\( = X*S), 

E — N— 1) 

In den folgenden Tab. 2 und 3 sind die mit diesen 
Funktionen berechneten H-Matrizen angegeben. 
Man erkennt die Blockstruktur der Matrix, die sich 

a Für Eß( — N,N -*• (JV +1)) haben wir hier im Gegensatz zu b Für Dß(—{N—\) -» —N, N) haben wir hier im Gegensatz 
Kuhn [6] ein negatives Vorzeichen gewählt. Jetzt gilt: zu Kuhn [6] ein negatives Vorzeichen gewählt. Jetzt gilt: 
024 = </,?4- X24 = X*4-
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Tab. 2. H-Matrix für allgemeine (4N + l)n-Annulene. 

<*>u 

<*>12 

*13 

<*>14 

*15 

<*>2 

<*>21 

*11 *12 *13 *14 *1S <*>2 *ai 

0 0 0 0 0 
- [ 2 N] 

falls -
q = 0 

•S * 0 

0 x' [1] 0 0 
[ 2 N - 1 ] 
falls 
q=-1 

0 —h* 

0 [1] y' 0 0 
[2iV] 
falls 
9 = - l 
a 

0 0 

0 0 0 z' y falls 
9 = 1 
b 

0 0 

0 0 0 y w' falls 
9 = 1 

0 0 

- [ 2 N] 
falls 

[2JV-1] 
falls 

[2 AT] 
falls 

a 
falls 

fc 
falls v' 0 0 

q = 0 q=-1 q=-1 9 = 1 9 = 1 

— s 0 0 0 0 0 0 0 

0 -h 0 0 0 0 0 x' 

0 0 0 0 l* 0 [1] 

0 0 / 0 0 0 

0 0 0 0 - / 0 0 0 

0 0 / * 0 0 
•[2N] 
falls 

[2 AT — 
falls 

q = 0 q=~ 

^22 ^23 <*>2 

0 0 0 

0 0 

0 - v ^ s * 0 / 

0 0 0 - / ' 

/ 0 

0 0 0 0 

[1] 0 0 

0 0 

- y f i i 

0 

[27V] 
falls 
<7 = 0 

[2JV-1] 
falls 

[ 2 N ] 

falls 
q=-1 
a 
falls 
9 = 1 
b 
falls 
9 = 1 

ohne Störung ergibt. Die Störmatrixelemente kom-
men nur in den Nebendiagonal-Blöcken vor, deren 
Elemente Integrale zwischen Funktionen 4>ljc und <P2x 

bzw. X l x und X 2 x sind. Bei den aufgeführten Matrix-
Elementen des (4 N + 1)-Falls wurden die im folgenden 
angegebenen Abkürzungen verwendet. Die ef sind da-
bei die Hartree-Fock-Einelektronenenergien für den 
(4 N + 2)-Fall, in dem also </>_N und (f)N doppelt besetzt 
sind. 

v =EiN+l) — EN — [0] + [2N + 1], 
w = e ( N + i ) ~ % —[0] — [ 2 N ] + 1 {[2N + 1] + [1]}, 

x =e N —£(JV_ d , 

^ = E ( J V + 1 ) - e ^ - [ 0 ] + [2iV] + | { [ 2 N + l] + [l]}, 

a =-{[2N+\]-2[2N]}, 
V 2 

ß 
1 = ^ - { [ l ] - [ 2 N + l ] } , 

v' =v +lD-sD, 

w' = w - | - l D - s D , 

x — x Sp Zip, 

y' =y +/D_sD, 

z' =z +lD-sD . 
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Tab. 3. H-Matrix für allgemeine (4N — l)n-Annulene. 

1247 

X! *12 X13 *14 X 2 X 21 X22 •^23 X 25 

[2 AT] 
0 0 0 0 0 falls 

9 = 0 
[2JV + 1] 

s* 0 0 0 0 0 

0 x' [1] 0 0 falls 
9 = 1 

0 / * 0 0 0 0 

[2 TV] 
*12 0 [1] y' 0 0 falls 0 0 0 0 -h 

9 = 1 
ä 
falls 
9 = - l 
F 

*13 0 0 0 z' y 

9 = 1 
ä 
falls 
9 = - l 
F 

0 0 v /2 s* -h* 0 V 2 5 

X14 0 0 0 y w' falls 
9 = - l 

0 0 0 0 h* 0 

[2N] [2AT+1] [2N] ä b 
y 2 s X15 falls falls falls falls falls v' 0 0 -h y 2 s 0 0 X15 q = 0 q = 1 9 = 1 q=-1 q=-1 
y 2 s 

[2N] 
X 2 s 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 falls 

9 = 0 
[2 JV+1] 

X 21 0 / 0 0 0 0 0 x' [1] 0 0 falls 
9 = 1 

X 22 0 0 0 s f i s 0 -h* 0 [1] y' 0 0 

5< 
p?

73
 

II 
1/5
 

^ 

X 23 0 0 yfis -h 0 s/2s* 0 0 0 z' y falls 
<Z=-1 
b 

X 24 0 0 0 0 h 0 0 0 0 1 w' falls 
9 = " 1 

v / 2 s* 
[2N] [2N + 1] [2N] ä b 

X 25 0 0 -h* v / 2 s* 0 0 falls falls falls falls falls v' 
q — 0 q= 1 <3 = 1 q=— 1 q= — 1 

Bei der H-Matrix für die (4 N— 1)-Systeme wurden die 
unten aufgeführten Abkürzungen verwendet. Die et 

sind hier die Hartree-Fock-Einelektronenenergien für 
den (4 AT — 2)-Fall, d.h. im Grundzustand sind 
und </>(jv-i) doppelt besetzt. 

v —£(jv-i) —[0] + [2iV —1], 

w = e J V - 6 ( J V - 1 ) - [ 0 ] - [ 2 i V ] + | { [ 2 N - l ] + [l]}, 

x = £ (jv+1) £ /v ' 

y =e jv-£ ( iv - i ) - [0] + [ l ] , 

2 =eN-eiN-l)-[0] + [2N] + \{[2N-l] + [i]}, 

ä = —j=- {[2 N — \] — 2[2 N]} , 
\ 2 

b = - J - [ 2 N - t ] , 

ß 

v' = v +sD — hD , 

w' = w + s D - / i D , 

x = x + / d s p , 

y' =y +sD—hD, 

z' = z +sD — hD. 
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Die Matrixelemente des Störoperators ä sind in bei-
den Fällen wie folgt definiert: 

5 = (N \ä\ — N} , 
l =((N+l)\ä\-(N + \)), 
h = < ( N - l ) | d | - ( i V - l ) > , 
sD=(N\ä\N), 
lD = <(JV + l)|d| (N+1)>, 
hD = <(N-l)|ö| (N-1)>. 

Bei den Ausdrücken [K] handelt es sich um Elek-
tronenwechselwirkungsintegrale, 

1 
[K] = <<M 1)(M2) 

Nur solche [K] sind ungleich Null, für die gilt: 
K = \j — i| = |s — r\ und j — i= —(s — r). Für die Berech-
nung der spektralen Parameter werden die Matrixele-
mente des magnetischen und elektrischen Moment-
operators benötigt. Sowohl bei den (4N+1) - als bei 
den (4N — 1)-Systemen hat der magnetische Moment-
operator nur Diagonalelemente. Bei den elektrischen 
Momenten sind nur die Integrale zwischen den 
Grundzustandsfunktionen X x , X 2 und 
den zugehörigen angeregten Funktionen <Plx,<P2x 

bzw. X lx, X 2x von Null verschieden (x = 1, 2, 3 und 4). 
Matrixelemente des magnetischen Momentopera-

tors bei den ( 4 N + 1)-Systemen: 

<^1/21^) =-(<P2\fi\<P2}=-n(n,N)e3, 

(<P11\fi\<Pliy=-(<P2l\(i\<P2l>=-ti(n,N-l)e3, 

= {ß(n,N + l)—2n(n,N)) e3, 

(<Pl3\fi\<P13y=-(<I>23\fi\<P23y=-fi(n,N+l)e3, 

= (n(n,N + l) + 2n(n,N)) e3 . 

Matrixelemente des elektrischen Momentoperators 
bei den (4 N + 1)-Systemen: 

(<Pl\m\&liy = m(n,2N — \)e+ , 

(<P2\m\<P2iy = m(n,2N—\)e- , 

(<P1\m\<P12y = m{n,2N + l)e + , 

(<P2\m\(P22y = m(n,2N +\) e~ , 

1 
(<Pl\m\<Pl3y = ——m(n, 2N + \) e~ , 

(02\m\<P23y=^m(n,2N + \)e+ , 

< $ l \ i h \ * u > = J m ( n , 2 J V + l ) r , 

<<Z>2|m|<*>24> = yJ-m(n,2N+\)e+ . 

Matrixelemente des magnetischen Momentoperators 
bei den (4N— 1)-Systemen: 

(X.lßlXyy =-(X2\fi\X2y=-ii(n,N)e3, 

<Xll\(i\Xliy=-<X21\fi\X2iy=-n(n,N + l)e3, 

< x l 2 \ f i \ x 1 2 y = - < x 2 2 \ f i \ x 2 2 y 
= (p(n,N-l)-2^n,N))e3, 

(Xl3\fi\Xl3y=-(X23\fi\X23y=-fi(n,N-\)e3 , 

<XlA\fi\XlAy= -<X24\fi\X2J = -v(n,N-l)e3 , 
< x 1 5 | / i | * 1 5 > = - < x 2 5 | / } | * 2 5 > 

=(fi(n,N-\) + 2n(n,N))e3. 

Matrixelemente des elektrischen Momentoperators 
bei den (4N— 1)-Systemen: 

<X1\m\Xliy = m(n,2N + \)e- , 

(X2\m\X2iy = m(n, 2N + \)e+ , 

(X 1\rti\X 1 2 y = m(n, 2N—l)e~ , 
<\X2\m\X22y = m(n, 2N — i) e+ , 

(X1\m\X13y = ^-m(n,2N-\)e+ , 
V 2 

(X2\rh\X23y = -yzm(n,2N — l)e~ , 
V 2 

<X1\m\X14y = J^m(n,2N-\)e+, 

^X2\m\X24y = J^-m(n,2N-\)e-. 

Dabei ist e3 der Einheitsvektor in der positiven z-
Richtung. Die weiterhin verwendeten Einheitsvekto-
ren e+ und e~ werden wie folgt aus i und j gebildet: 

i±ij 
y ß ' (3) 

Die Bedeutung von N),n(n,N± 1) und m{n,2N 
+ 1) wird im Anhang erklärt. 
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In den Tab. 4 und 5 (s. [4]) sind für die (4 N ± 1)-Peri-
meter und die Ladungen q = 0, ± 1 die analytischen 
Lösungen angegeben. Die Dublett-Zustände (s. Tab. 6 
und 7) sind nach den irreduziblen Darstellungen, nach 
denen sie sich transformieren, benannt. Gibt es meh-
rere Zustände gleicher Symmetrie, so sind sie durch 
einen rechten oberen Index gekennzeichnet, der mit 
wachsender Energie ansteigt. Die bei den Fällen 
q = ± 1 angegebenen Wellenfunktionen der 3 x 3-Glei-
chungssysteme sind nur Näherungen, die aber sehr 
gut mit den exakten Lösungen übereinstimmen, wie 
numerische Betrachtungen zeigen (bzgl. Rechenbei-
spiel siehe [4]). Die Tab. 4 und 5 (s. [4]) enthalten neben 
den Energien, Wellenfunktionen und magnetischen 
Momenten auch die Dipolstärken (D) und die Fara-
day-Parameter (A, B, C) der Übergänge aus den 
Grundzuständen, die mit (4)-(7) berechnet wurden 
[7]. 

A G ^ F = ^ r Z « F f \ f i \ F f > - < G g \ f i \ G g y ) (4) 
ZdG 9< f 

• I m « G 9 | m | F / > x < F / | / i | G 9 » , 

Bg^f=~ X Im 
DG 9.S 

E < F / ] / j | / | . ) - < G J m | F / > x < / , . | m | G g > ^ 

Oi \fi\ Gg) • (Gg \m\ F f ) x <Fy \m\ /,) 
+ z 

Ii,I*G 

1 I <Gg\ß\Ggy 

• I m « G g \m\ F/> x (Ff \fi\ Gg)), 

G-*F~ ~ , ^ in ZdG 9.f 

DG^F=Z\<Gg\ri,\Ff>\2. 
9,F 

(6) 

(7) 

Dabei ist dG der Entartungsgrad des Grundzustandes 
und fi und m sind die Operatoren des magnetischen 

und elektrischen Momentes. Die Summation X geht 
g.f 

über alle Wellenfunktionen der entarteten Zustände G 
und F. Bei der Angabe der B-Werte werden weiterhin 
noch folgende Abkürzungen verwendet: 

(8) 
ßFf _ (<Ff \ß\ /,-> • <G. liftl Ff} x </, \m\ Gg>\ 

v Ei-EF r 

(9) 
ß F f _ l m ( < I j Hl • <Gg \m\ F f ) x (Ff \m\ 7 f>\ 

V ) ' 

Die häufigsten Vertreter radikalischer Perimeter, von 
denen das [16] Annulen-Radikal-Anion das bisher ein-
zige mit der MCD-Spektroskopie vermessene ist, sind 
Kohlenstoff-Systeme. Wir haben daher mit den 
Formeln der Tab. 4 und 5 (s. [4]) mit einem für C-
Atome typischen PPP-Parametersatz ( 7 = l l , 4 2 e V , 
y = 10,84 eV, ß=— 2,318 eV) die Anregungsenergien 
und Wellenfunktionen, sowie die A-, B-, C-, und D-
Werte bestimmt (Für die geladenen Spezies haben wir 
die durch Diagonalisierung der 3 x 3-Matrizen ge-
wonnenen Wellenfunktionen benutzt). Die Ergebnisse 
für eine Reihe verschiedener Ringgrößen sind in den 
Tab. 6 und 7 dargestellt. Aus den erhaltenen Faraday-
Parametern sind mit (10) außerdem MCD-Spektren 
für 300 K berechnet worden (Abb. 2 und 3). Dabei 
wurde eine Halbwertsbreite F von 2500 c m - 1 ange-
nommen [8]. 

[0]M= -21 ,3458 (Vx(v, vG f ) -

Br • + 
kT 

mit 

und 

/i (v, v G , f ) = 

/ 2 ( v , v G i f ) = 

4 v G . F v
3(v£, f — v 2 ) F 

h((v2
GtF-v2)2+v2r2y 

v3 F 

( V G , F — v ) + v T 
2 ' 

(10) 

(11) 

(12) 

Die Lösungen der ungestörten, allgemeinen ( 4 N ± 1)-
Elektronen-Perimeter weisen sechs doppelt entartete 
Zustände auf (s. Tab. 4, 5, 6 und 7; und im Anhang 
Tab. 11 und 12). Die intensivsten MCD- und UV-
Übergänge sind bei allen Systemen die Anregungen in 
die Zustände 9/10 und 11/12. Sie sind, beginnend bei 
den kleinen Ringen, wenigstens ca. zehnmal und bei 
den größten gerechneten Systemen ca. hundertmal 
stärker als die energetisch tiefer liegenden. 

Bei den ungeladenen Systemen sind die Übergänge 
in die Zustände 5/6 und 7/8 sogar elektrisch verboten. 
Der einzige weitere erlaubte Übergang nach 3/4 ver-
liert mit zunehmender Ringgröße schnell an Intensi-
tät. 

Dagegen spielt bei den einfach positiv oder einfach 
negativ geladenen Ringen der Zustand 5/6 eine 
gleichbleibend wichtige Rolle. Die A-, B- und C- Werte 
sind zwar kleiner als die der letzten Übergänge, sie 
bleiben aber verhältnismäßig gesehen intensiv, wäh-
rend die Übergäng nach 3/4 und 7/8 mit zunehmender 
Größe des Perimeters schwächer werden. 
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Betrachtet man die MCD-Parameter (Tab. 6 und 7) 
bzw. die daraus berechneten Kurven (Abb. 2 und 3), 
so sieht man deutlich, daß die bestimmenden Größen 
der Spektren, zumindest bei 300 K (k T = 208,5 cm " l ) , 
die C-Werte sind. 

Die Anregungsenergien der Systeme erfahren bei 
steigender Größe eine langwellige Verschiebung. Das 
prinzipielle Aussehen der Spektren bleibt aber in einer 
Gruppe mit 4 N + 1 oder 4 N — 1 Elektronen für 
gleiches q unabhängig von N ähnlich. Tabelle 8 zeigt 
dies in der Abfolge der Vorzeichen der 0 -Kurve . Die 
geradzahligen Perimeter zeigen bei entgegengesetzt 
gleichen Loch- und Elektronen-Anzahlen im MO-
Schema das bekannte Pairing-Verhalten. So haben die 
einfach positiven (4N + 1)-Perimeter und die einfach 
negativen (4N — 1)-Perimeter exakt gleiche Anre-
gungsenergien und Dipolstärken. Dagegen treten bei 
den A-, B- und C-Werten derartiger Paare durchaus 
Unterschiede auf (s. die Beispiele 9 [8]/7 [8] und 9 [10]/ 
11 [10] in den Tab. 6 und 7), da bei der Berechnung der 
magnetischen Übergangsmomente auch Integrale 
zwischen 1,3-ständigen STO's Berücksichtigung fin-
den. Die berechneten Spektren sind jedoch trotzdem 
nahezu spiegelbildlich, wie es zu erwarten ist [9]. 

Auch die ungeradzahligen, ungeladenen Perimeter 
der (4 N + 1)- und der (4N — 1)-Reihe zeigen in der 
Vorzeichenabfolge (s. Tab. 8) ein spiegelbildliches Ver-
halten. 

Vergleich experimenteller und theoretischer Ergebnisse 
beim [16J-Annulen-Anion 

Abbildung 4 zeigt eine Reproduktion des von Ko-
ning und Zandstra [10] aufgenommenen MCD-Spek-
trums vom [16]-Annulen-Radikal-Anion im Vergleich 
mit dem berechneten Spektrum des 17[16]-Perime-
ters. Die beiden intensiven experimentellen M CD-
Banden bei 26400 und 27000 c m - 1 können den be-
rechneten Banden bei 30500 und 32 200 c m - 1 

zugeordnet werden. Bedenkt man den groben Nähe-
rungscharakter des Perimeteransatzes, so muß die 
Übereinstimmung der gemessenen und berechneten 

- Werte als erstaunlich gut angesehen werden. Al-
lerdings weisen die beiden berechneten Banden eine 
um ca. 5000 c m - 1 zu hoch liegende Energie auf. Die 
@M-Kurve ergibt sich nahezu ausschließlich aus den 
C-Werten (siehe Tab. 6) der berechneten Zustände 
2 E 3

3 und 2 E l 3 (mit 31500 c m - 1 ) sowie 2 E ^ 5 und 
2 E 2

5 (mit 31000 c m - 1 ) . Zwischen den Extrema der 
Kurve und den zugrundeliegenden berechneten Anre-
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Tab. 6. Numerisch bestimmte Wellenfunktionen, relative Energien, Dipolstärken und Faraday-Parameter einiger ungestörter 
(4N + 1) [«]-Annulene. Bei Entartung wird nur eine Funktion angegeben. Die andere ist die dazu konjugiert komplexe. 
Einheiten: Energie in eV, D in D2 , A und C in ßt D 2 und B in 10"3 ße D 2 / cm _ 1 . (ße = Bohrsches Magneton) 

Zustand rel. Energie Wellenfunktionen D A B C 

9 [8]-Annulen: 
2p3 2F3 E' +1' 1 5,74 2E 3_!= 0,70 4> u +0,66 tf>12+ 0,31 <f15 143,325 26,924 1,725 -51 ,576 
2E2

+3 ,2E2_3 5,48 2E 2 3 = 0,88 <f>14+ 0,48 <Z>13 158,915 -8 ,172 0,000 57,187 
2E1

+3 ,2E1_3 3,85 2E!_3 = -0,48<f>14 + 0,88<£13 0,115 -0 ,006 0,000 0,041 
2p2 2p2 E + 1 > 1 3,01 2E2_ j = 0,95 <£15 —0,28 —0,16 <Pn 15,668 19,456 - 1 , 8 2 1 -5 ,638 
2pl 2p1 1 ' 1 2,70 2Ej_ 1 = - 0 , 7 2 <Pn +0,69 $ 1 2 + 0,08 <*>15 0,037 0,003 0,096 - 0 , 0 1 3 
2p 2p c + 2' — 2 0,00 2E_2 = #J 

9 [9]-Annulen: 
2p2 2p2 + 3 ' c - 3 5,41 2E 2 3 = 0,50 <f>13+ 0,87 tf>14 193,879 12,051 0,537 67,026 
2p2 2p 2 5,24 2 E 2 _ 1 = 0,66 < f n +0,75 <P12 192,411 10,652 - 0 , 6 2 3 -66 ,518 
2p1 2p 1 + 3 ' - 3 3,70 2E!_3 = - 0 , 8 7 <*>13 + 0,50 tf>14 0,000 0,000 0,000 0,000 
2p2 2p2 e + 2' - 2 3,28 2E 2

 2 = 0,15 —0,99 <Pl5 0,000 0,000 0,000 0,000 
2pl 2p1 2,50 2Elt = - 0 , 7 5 <Pn +0,66 tf>12 0,882 0,068 0,088 - 0 , 3 0 5 
2E1

+ 2 ,2E1_2 0,00 2 E L 2 = 0,99 +0,15 <P15 

9 [10]-Annulen: 
2p 3 2p 3 5,23 2 E l 3 = —0,26 <£15 + 0,83 <*>14 + 0,50 4>13 225,744 -8 ,416 - 2 , 6 0 6 89,361 
2c2 2p2 E' + l > - 1 4,82 2 E 2 ! = 0,78 <P12 + 0,63 <Pn 238,632 29,725 - 0 , 1 2 4 -94 ,463 
2p2 2p2 E + 3> E -3 3,32 2E2_3= - 0 , 0 3 <Z>15 —0,52 <*>14 + 0,85 <*>13 0,149 0,012 0,046 0,059 
2p 1 2pl c + 3' 11 - 3 2,69 2EL3 = 0,97 <P15 + 0,21 tf>14 + 0,16 <f13 16,307 -25,181 2,560 6,455 
2E1

+ 1 ,2E1_1 2,11 2E1_1 = - 0 , 6 3 tf>12 +0,78 2,627 0,389 0,124 - 1 , 0 4 0 
2E 2E e + 2' — 2 0,00 2 E _ 2 = <f, 

17 [16]-Annulen: 
2p 3 2p 3 3,91 2 E 3 _ 3 = 0,70 <Pn +0,70 4>j2 + 0,18 <Pl5 579,994 101,009 6,165 -434,625 
2p 2 2p2 c+5i r-' 5 3,84 2E 2 5= 0,87 j4 + 0,50 <P13 599,249 13,447 0,000 449,054 
2p 1 2p1 2,05 2ELS = —0,50 0 1 4 + O,87 <P13 0,006 0,0001 0,000 0,004 
2p 2 2p2 E + 3 ' 11 - 3 1,70 2 E 2 _ 3 = 0,98 <J>15—0,14 <P12 —0,11 4>u 19,258 56,313 - 6 , 1 8 4 -14 ,432 
2p 1 2p 1 e + 3' c - 3 1,50 2EL3 = —0,71 # n + 0 , 7 1 <£12 + 0,02 <Pl5 0,002 0,0001 0,019 -0 ,001 
2p 2p 0,00 2 E _ 4 = <fi 

gungsenergien ergeben sich natürlich immer kleine 
Verschiebungen. 

Die dritte, um einiges kleinere, berechnete Bande 
bei 14 3 0 0 c m " 1 korrespondiert mit dem positiven 
Randverhalten des gemessenen MCD-Spektrum bei 
17100cm" 1 . B- und C-Wert der zugehörigen Zu-
stände 2E + 3 und 2E2_3 (mit 13 700 c m - 1 ) bestimmen 
hier in gleichem Maße die 0 M -Kurve . Der ebenfalls 
recht große ,4-Wert sorgt dagegen nur für einen un-
symmetrischen Verlauf der Bande. 

Außer den schon erwähnten wurden noch die Zu-
stände 2E1

+5 und 2E1_5 bei 16 500 und 2E1
+ 3 und 

2 E i 3 bei 1 2 1 0 0 c m - 1 berechnet. Sowohl UV- als 
auch MCD-Intensitäten sind nach dem Perimeter-
modell nahezu Null. Trotzdem könnte man die Zu-
stände 2 E± 5 den schwächeren MCD-Effekten bei 
22 200 c m " 1 zuordnen, wenn man bedenkt, daß die 
Perimeter-Geometrie sicher nicht der Wirklichkeit 
entspricht. Eine realere Struktur und auch die Berück-
sichtigung von Jahn-Teller-Verzerrungen dürften für 
eine Intensivierung dieser Übergänge sorgen, sowie 
auch für eine bessere Übereinstimmung der gemesse-
nen und berechneten Übergangsenergien nicht nur in 
diese, sondern auch in alle anderen Zustände. 
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Tab. 7. Numerisch bestimmte Wellenfunktionen, relative Energien, Dipolstärken und Faraday-Parameter einiger ungestörter 
(4JV — 1) [n]-Annulene. Bei Entartung wird nur eine Funktion angegeben. Die andere ist die dazu konjugiert komplexe. 
Einheiten: Energie in eV, D in D2 , A und C in ße D 2 und B in 1 0 - 3 ße D 2 / cm _ 1 . (ße = Bohrsches Magneton). 

Zustand rel. Energie Wellenfunktionen D A B C 

7 [7]-Annulen: 
2 p 2 2 p 2 

E + i ) l 6,22 2 E l j = 0,50 AT13 + 0,87 X 1 4 122,092 11,664 - 0 , 2 1 7 -35 ,683 
2 p 2 2 p 2 5,88 2 E 2 _ 3 = 0,61 ATn + 0 , 7 9 X12 119,162 6,314 0,386 34,827 
2 p l 2 p l 4,68 2E 1_ 1= 0,87 X 1 3 - 0 , 5 0 X 1 4 0,000 0,000 0,000 0,000 
2 p 2 2 p 2 

e + 2> — 2 4,13 2E 2_ 2= 0,16 Xx +0,99 Xl5 0,000 0,000 0,000 0,000 
2 p l 2 p 1 2,94 2EL3 = 0,79 ATn —0,61 X12 2,022 - 0 , 0 4 0 - 0 , 1 7 0 0,591 
2 p 1 2 p 1 

+ 2 ' — 2 0,00 2El2 = 0 ,99 Xt —0,16 X15 

7 [8]-Annulen: 
2 p 3 2 p 3 5,74 2E3_3 = 0,68 ATn +0,31 ^ + 0,66 Xl2 143,325 -11 ,451 - 1 , 7 2 5 51,576 
2 p 2 2 p 2 

1 ' 1 5,48 2E 2_!= 0,88 XlA + 0,48 Xl3 158,915 25,328 0,000 -57 ,187 
2 p 1 2 p 1 

1 ' - 1 3,85 2E1_1 = - 0 , 4 8 X 1 4 + 0,88 X 1 3 0,115 0,018 0,000 -0 ,041 
2 p 2 2 p 2 

c + 3 ' — 3 3,01 2 E 2 _ 3 = 0,95 X15-0,28 Xl2-0,16 X n 15,668 -17 ,765 1,821 5,638 
2 p 1 2 p 1 2,70 2El3= - 0 , 7 2 Xtl +0,69 Xl2 + 0,08 Xl5 0,037 0,002 - 0 , 0 9 6 0,013 
2 p 2 p 0,00 2 Z - 2 = Xl 

11 [10]-Annulen: 
2 p 3 2 p 3 1 1 + 2 ' 1 1 - 2 5,23 2E3_ 2 = - 0 , 2 6 Xl 5 + 0,83 X14 + 0,50 Xx3 225,744 44,938 2,606 -107 ,623 
2 c 2 2 p 2 

e + 4 ' — 4 4,82 2E 2_ 4= 0,78 X12 + 0,63 Xu 238,632 - 1 , 6 3 7 0,249 113,767 
2 p 2 2 p 2 

e + 2 ' E - 2 3,32 2E 2
 2 = - 0,03 X 1 5 —0,52 X 1 4 + 0,85 Xl3 0,149 0,012 - 0 , 0 4 6 -0 ,071 

2 p l 2 p 1 2,69 2EL2 = 0,97 X15 +0,21 X 1 4 + 0,16 X13 16,307 27,820 - 2 , 5 6 0 - 7 , 7 7 5 
2 p l 2 p 1 

c + 4 ' — 4 2,11 2E1_A=-0,63 X12 + 0,78 ATn 2,627 - 0 , 1 4 2 - 0 , 2 4 9 1,253 
2 p 2 c c + 3 ' — 3 0,00 2 E - 3 = X , 

Tab. 8. Vorzeichen-Abfolge der 0-Kurve für (4 N + 1) n-An-
nulene. 

Elektronen-
zahl 

Ladung Bande Elektronen-
zahl 

Ladung 

1 2 3 4 

4JV + 1 - 1 © © © 
4JV + 1 0 © © © 
4JV + 1 + 1 (©) © © © 
4N-1 - 1 (e) © © © 
4N — 1 0 e © © 
4 N - i + 1 © © © 

3. Diskussion und Ausblick 

Zu den allgemeinen {4N± l)-7r-Elektronen-Perime-
tern mit den Ladungen + 1 , 0 und — 1 haben wir die 
H-Matrizen für 12 x 12 CI-Probleme aufgestellt und 
analytische Lösungen für die Wellenfunktionen, Ener-
gien, Dipolstärken und MCD-Parameter angegeben. 
Die bei den einfach geladenen Ringen auftretenden 

(3 x 3)-Blöcke in der H-Matrix sind nur näherungs-
weise gelöst worden. Der Vergleich mit Rechnungen, 
denen numerische Diagonalisierungen zu gründe la-
gen, zeigte eine hinreichend genaue Übereinstim-
mung. Für kleinere Perimeter (z.B. das 3 [3]-Annulen 
mit 8 Cl-Funktionen) oder Systeme mit den Ladungen 
+ 2 und — 2 liegen uns ebenfalls Lösungen vor, die wir 

jedoch erst in einer folgenden Arbeit veröffentlichen 
wollen. 

Die Vorhersage von MCD-Spektren radikalischer 
Annulene gelingt jetzt schon gut, wie der Vergleich mit 
dem [16]-Annulen-Anion gezeigt hat. Für reale radi-
kalische 7i-Elektronensysteme, die stärker von der Pe-
rimeterstruktur abweichen (z. B. durch Querverknüp-
fungen oder Heteroatome), müssen die aufgeführten 
Störungen in der H-Matrix berücksichtigt werden. 
Schon jetzt läßt sich sagen, daß keine einfachen, allge-
meinen, genauen Lösungen zu den gestörten Syste-
men möglich sein werden, da die Struktur der "gestör-
ten" H-Matrix zu kompliziert ist. Wir planen jedoch 
numerische Lösungen zu konkreten Beispielen solcher 
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Tab. 11. Numerisch bestimmte Anregungsenergien, Dipol-
stärken und Faraday-Parameter einiger weiterer ungestörter 
(4 AT + 1 ) [n]-Annulene. Einheiten: Energie in eV, D in D 2 , A 
und C in ße D 2 und ß in 10" 3 • ße D 2 / c m " 1 . (ße = Bohrsches 
Magneton) 

Zustand Anregungs - D A B C 
(Nr.) energie 

13 [12]-Annulen: 

3/ 4 1,946 0,006 0,000 0,034 - 0 , 0 0 3 
5/ 6 2,198 17,189 36,295 - 3 , 6 6 2 - 9 , 5 6 2 
7/ 8 2,689 0,017 0,000 0,000 0,009 
9/10 4,482 342,560 - 0 , 7 7 6 0,000 190,563 

11/12 4,603 325,382 58,795 3,629 - 1 8 1 , 0 0 7 

13 [13]-Annulen: 

3/ 4 1,849 0,252 0,014 0,057 - 0 , 1 3 3 
5/ 6 2,305 0,000 0,000 0,000 0,000 
7/ 8 2,592 0,000 0,000 0,000 0,000 
9/10 4,336 390,739 20,005 - 2 , 2 5 0 - 2 0 5 , 7 3 4 

11/12 4,399 391,286 38,768 2,194 206,022 

13 [14]-Annulen: 

3/ 4 1,640 0,860 0,117 0,095 - 0 , 5 1 1 
5/ 6 1,973 18,151 - 4 2 , 8 4 3 4,764 10,785 
7/ 8 2,379 0,043 0,004 0,035 0,026 
9/10 4,084 460,661 58,940 - 0 , 0 9 5 - 2 7 3 , 7 1 8 

11/12 4,271 443,837 - 6 , 7 5 2 - 4 , 7 9 9 263,722 

17 [18]-Annulen: 

3/ 4 1,317 0,374 0,048 0,074 - 0 , 2 9 5 
5/ 6 1,553 20,429 - 6 4 , 4 0 1 7,702 16,121 
7/ 8 1,854 0,018 0,002 0,028 0,014 
9/10 3,573 754,532 94,315 - 0 , 0 7 4 - 5 9 5 , 4 2 7 

11/12 3,677 734,776 - 2 , 4 9 7 - 7 , 7 2 9 579,837 

Tab. 12. Numerisch bestimmte Anregungsenergien, Dipol-
stärken und Faraday-Parameter einiger weiterer ungestörter 
(4 AT — 1) [n]-Annulene. Einheiten: Energie in eV, D in D 2 , A 
und C i n ße D 2 und B in 10" 3 • ße D 2 / c m " K (ße = Bohrsches 
Magneton) 

Zustand Anregungs-• D A B C 
(Nr.) energie 

11 [11]-Annulen: 

3/ 4 2,135 0,445 0,029 - 0 , 0 9 7 0,213 
5/ 6 2,708 0,000 0,000 0,000 0,000 
7/ 8 3,049 0,000 0,000 0,000 0,000 
9/10 4,734 282,760 22,475 1,254 135,523 

11/12 4,835 283,610 21,290 - 1 , 1 5 9 - 1 3 5 , 9 3 1 

11 [12]-Annulen: 

3/ 4 1,946 0,006 0,000 - 0 , 0 3 4 0,003 
5/ 6 2,198 17,189 - 3 3 , 8 1 0 3,662 9,562 
7/ 8 2,689 0,017 0,003 0,000 - 0 , 0 0 9 
9/10 4,482 342,560 50,285 0,000 - 1 9 0 , 5 6 3 

11/12 4,603 325,382 - 1 1 , 7 6 8 - 3 , 6 2 9 181,007 

15 [14]-Annulen: 

3/ 4 1,640 0,860 - 0 , 0 0 1 - 0 , 1 5 9 0,584 
5/ 6 1,973 18,151 45,929 - 4 , 7 6 4 - 1 2 , 3 2 8 
7/ 8 2,379 0,043 0,004 - 0 , 0 3 5 - 0 , 0 2 9 
9/10 4,084 460,661 5,922 0,159 312,877 

11/12 4,271 443,837 82,210 4,799 - 3 0 1 , 4 5 1 

19 [18]-Annulen:, 

3/ 4 1,317 0,374 0,009 - 0 , 1 1 1 0,328 
5/ 6 1,553 20,429 67,945 - 7 , 7 0 2 - 1 7 , 8 9 3 
7/ 8 1,854 0,018 0,002 - 0 , 0 2 8 - 0 , 0 1 6 
9/10 3,573 754,532 21,954 0,111 660,873 

11/12 3,677 734,776 129,963 7,729 - 6 4 3 , 5 7 0 

Probleme, gemeinsam mit MCD-Messungen zu pu-
blizieren. 

Für finanzielle Unterstützung danken wir der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft sowie dem Fonds der 
Chemischen Industrie (J.F.) und der U.S. National 
Science Foundation (J.M.). 

4. Anhang 

Im folgenden soll kurz auf die Ableitung der mit 
dem elektrischen und dem magnetischen Moment-
Operator (fi, m) gebildeten Integrale in der Basis der 
Löwdin-orthogonalisierten Orbitale Xi und der MO's 
cpk eingegangen werden. Diese ist ausführlich bei 
Michl [1] dargestellt. 

Zur Aufstellung der S" 1 / 2-Matrix für die Orthogo-
nalisierung nach Löwdin werden nur die Überlap-
pungsintegrale (S) direkt benachbarter Atomorbitale 

berücksichtigt. Alle Terme, die S in einer höheren Po-
tenz als 2 enthalten, werden vernachlässigt. 

Elektrische Momente 

Die einzigen nicht verschwindenden Matrixele-
mente des elektrischen Momentoperators in der MO-
Basis sind 

<(/>Jm|</.k±1) = m ( n , 2 f c ± l ) ^ ± (13) 

mit 

Dabei ist e die (positive) Elementarladung und /0 der 
Abstand direkt benachbarter Ringatome. Tabelle 9 
(siehe [4]) enthält die für die betrachteten Ringgrößen 
berechneten elektrischen Momente für reine Kohlen-
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s to f f -Per imete r . F ü r die B e r e c h n u n g des Ü b e r l a p -
pungs in t eg ra l s (5 = 0,244) w u r d e /0 gleich 1,4 Ä gesetz t 
u n d ein S la t e rexponen t v o n 1,625 ve rwende t . 

Magnetische Momente 

Von den bei der B e r e c h n u n g de r m a g n e t i s c h e n M o -
m e n t e a u f t r e t e n d e n In tegra len des I m p u l s o p e r a t o r s 
w e r d e n n u r die zwischen 1,2- u n d 1 ,3-s tändigen A t o m -
orb i t a l en berücks icht ig t : 

P = lo 1 \<Pz,k\ß\Pz,k+l>\> 

P ' = ( 2In cos l - KPz.k I^IPz.* + 2>l 

(14) 

(15) 

D ie B e r e c h n u n g v o n P erfolgt mi t Hilfe de r L i n d e r -
b e r g - N ä h e r u n g [11] ü b e r d a s R e s o n a n z i n t e g r a l ß 1 2 . 
D ie e inzigen nicht v e r s c h w i n d e n d e n M a t r i x e l e m e n t e 

des m a g n e t i s c h e n M o m e n t o p e r a t o r s in de r M O - B a s i s 
s ind die D i a g o n a l e l e m e n t e 

<<t>k\ß\</>*>=-<<£-* <fi-k>=n(n, k) • e3 (16) 

mit 

H(n, k)=-\ß12 
mßel2o 

sin 

h 2 

2nk 
n 

n 

— 0,15 sin 
4nk 

n 

w o b e i m u n d ße E l e k t r o n e n m a s s e u n d B o h r s c h e s - M a -
g n e t o n s ind. N u m e r i s c h e Ergebn i sse f ü r Koh lens to f f -
Pe r ime te r , bei d e n e n ß 1 2 = — 2,318 eV a n g e n o m m e n 
w u r d e , s ind in Tab . 10 (siehe [4]) angegeben . 

I n Tab . 11 u n d 12 s ind n o c h wei tere n u m e r i s c h be-
s t i m m t e L ö s u n g e n zu (4 N +1)- u n d (4 N— ^ - P e r i m e -
t e rn a u f g e f ü h r t . D a b e i w u r d e auf die A n g a b e d e r Wel-
l e n f u n k t i o n verz ichte t . 
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